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INTRODUCTION

Sans doute, mécanique est I’'une de sciences les plus anciennes. Elle était une
partie des mathématiques jusqu’au 18ieme siécle. Maintenant elle est la base
de la physique. Les problémes dans la mécanique ont donné naissance a la
géométrie analytique et & la théorie des équations différentielles.

On va étudier les trois cas spéciaux des équations différentielles qui s’ap-
pellent I’équation de Newton, ’équation d’Euler-Lagrange et les équations
de Hamilton. Comme on verra, ces équations expriment le méme contenu
mathématique en trois manieres différentes. L’analyse de ces équations est
une partie essentielle de la mécanique classique et donc la mécanique clas-
sique est un point important de croisement de mathématiques et de physique.

Dans le premiére chapitre, nous étudions la mécanique Newtonienne qui a été
developpée dans les 18iéme et 19iéme siécles ; les nouvelles formulations ont
apparu comme la mécanique Lagrangienne et la mécanique Hamiltonienne.
Dans le deuxiéme chapitre on introduit le lagrangien et ’action. Par le calcul
des variations on verra que les solutions de I’équation de Newton sont des so-
lutions de I’équation d’Euler-Lagrange. On verra que la solution de I’équation
d’Euler-Lagrange réalise ’état extremal de ’action par le principe variation-
nel. Alors les solutions des équations de Newton sont ’extrémales de I’action.

On conclut que I'équation d’Euler-Lagrange est équivalente a 1’équation de
Hamilton a travers de la transformation de Legendre.

Mots-clés : Mécanique classique, équation d’Euler-Lagrange, calcul des va-
riations, principe variationnel.
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Chapitre 1

Mécanique Newtonienne

Un mouvement dans R™ est une fonction

z:ICR — R
t —  x(t)

qui est différentiable au moins deux fois. L’image du mouvement est appelé
trajectoire ou courbe dans R”.

Notation : z(t) = (z'(t),...,2™(t))

Deux mouvements différents peuvent avoir la méme trajectoire. Par exemple,
les mouvements z=(x,y) tel que x = cos(nt), y = sin(nt) et n € Z ont tous
la méme trajectoire. Car 22 +y? = cos?(nt) + sin?(nt) = 1 pour tout n € Z,
qui est un circle.

Définition 1.0.1. Soit © un mouvement.

La dérivé de x est le vecteur vitesse au point tg :

x(to + h) — x(to)

IRN
h S

. dz .
x(to) = = li=to = limn—oo
dt
La deuzieme dérivée de x est le vecteur accélération au point tg :

d*x

(o) = —5
di|,_

to

Remarque 1.0.2. Le vecteur vitesse & est toujours tangent a la trajectoire
du, mouvement x puisque la premiére dérivée de x en un point est la pente



FIGURE 1.1 — Vecteur vitesse et accéleration

de la droite tangente de ce point. L’accélération peut avoir une composante
tangente et une composante orthogonale. (Figure 1.1)

Tous les mouvements dans la nature sont détérminés par la position (o)
et la vitesse &(tp) & un certain instant tg. Cela est équivalent a dire que ces
mouvements sont détérminés par une équation différentielle de 2éme ordre.

Définition 1.0.3. Une particule (xz,m) est un mouvement x dans R® avec
la masse. m € RT qui est un constant indépendent de ’endroit o elle se
trouve. On la fixe a 1.

Notation. Une particule  dans R3 est = (2!, 22, 23) et N particules dans
R™ sont

ry = (xix%?x:l{)
T2 = (x%,x%,x%)
N = (93}\77x%\/’x§\/)

En général, c’est plus pratique de penser les mouvements des N particules
dans R3 comme un seul mouvement dans R3V.

T = ($1,$2...,$N)

R3N est appelé espace de configuration du systéme de N points.

Equations de Newton

Deuziéme loi de Newton. Un mouvement x est dit physique s’il existe
une fonction F : R3Y x R3N x R — R3V telle que



F(x(t),z(t),t) = &(t) (1.0.1)
Définition 1.0.4. L’équation (1.0.1) s’appelle équation de Newton.

Pour une particule z; o i =1,..., N on a
:CZ = Fi(:c, fB,t).

Comme on sait qu’une équation différentielle ordinaire a une unique solution,
il existe unique mouvement déterminé par x(tg) et &(to).

1.1 Systémes a un degré de Liberté

Un systéme a un degré de liberté est un systéme définit par une équation
différentielle :

= f(z), xeR (1.1.1)
L’énergie cinétique est la forme quadratique :
1
T = -3
5%

L’énergie potentielle est la fonction :
X
UG) =~ [ (e
o
L’énergie totale est une fonction E(z, %) tel que

E=T+U

Théoréme 1.1.1. (La loi de conservation de l’énergie) Si les particules
d’un systéme sont comme dans (1.1.1) alors ’énergie totale des particules est
conservé. C’est a dire E(x(t),2(t)) est indépendent de t.

d
Démonstration. On veut montrer que —F =0. Ona E =T+ U. Alors :

dt
d .
ZTHU) = §(38* 4+ U()
. adu
= xw+%x
= x(ier%)



1.1.1 Espace de Phase

L’équation & = f(x) est équivalent au systéme des deux équations :

i=y §=f() (1.1.2)

Le plan avec les coordonnées x et y est appelé espace de phase de 1’équa-
tion (1.1.2). Les points de I’espace de phase sont appelés points de phase.

y(t)-vitesse

(x(t), y(t))=(x,x)-point de phase
y(t)| - =

]
|
|
|
|
|
1
1
i

i
a(t) a(t)-mouvements

FIGURE 1.2 — Espace de phase

Une solution de (1.1.2) est un mouvement ¢ : R — R? telle que z =
o(t), y = ¢(t) qui est appelé courbe de phase. Comme y est la vitesse
du point en mouvement, il est égale au vecteur vitesse de phase au point
de phase car y = .

Si le vecteur vitesse de phase et ’énergie potantielle en un point sont zéro
alors ce point s’appelle la position d’équilibre de la courbe de phase.

La valeur de I’énergie totale est constante sur chaque courbe de phase par la
loi de conservation de 1’énergie totale. Grace a cela on peut trouver la courbe
de phase.

Voyons tous qu’on a dit dans I’exemple suivant.
Exemple 1. (L’équation de la théorie d’oscillation)

& = —x est un systéme a un degré de liberté. Calculons T, U et E pour ce
systéme.



-2 2 -2 2
X X X X
2’ v 2 5 T3

Par la loi de conservation de ’énergie totale %E = 0. C’est & dire E est
constante.

d (3% 22
- —_— —_— = T p— 0
dt<2+2> x(Z + x)
L fE = e
&t = 0 (sans mouvement)
Considérons le cas & = —x. Définissons y := &

S
A
N
N————

Il
P

@ 8-

N————
Il
P

SHIRSD

N————
Il
VR

&| <

N———

(1.1.3)

G- NG)

y
(x,4)=(11)
e (;)
FI1GURE 1.3 — Espace de phase de & = —z; v : vecteur vitesse de phase
E = 2((a(t)? + y(t)’ 1.15
= B =S (((t)" +y()") (1.1.5)

Les courbes de phase sont des circles et l'origine par (1.1.5). Par (1.1.3), on
voie que le vecteur vitesse de phase en point de phase (z,y) a des compo-
sants (y, —x). On peut aussi déduire par (1.1.4) que les vecteurs vitesses de
phase sont orthogonales du vecteur rayon et ont tous méme grandeurs que le
vecteur rayon, donc on a un mouvement uniforme autour de 0, dans 1'espace



de phase.

Par des équations ci-dessus on peut écrire les équations de mouvement :

{ z(t) = 1o cos(pg — t)
y(t) =ro sin(po — t)

Trouvons rg, g par les valeurs initiales :

E = 3(i% + 2?) 2+ a?)

(rocos(po — 0))* + (ro sin(po — 0))?)

<
+
8

DO | =D —

=< —~

N

Comme en t = 0, g = r9cospy et Ty = rocospy, E = %(:13(2) + yg) Donc
g+ yp = ro.
On arg= \/x% + y(Q] alors écrivons les équations de mouvement :

{ xro = \/yg —i—x% oSy
Yo = \/yg + x(% S114P0

Trouvons (g aussi en terme des valeurs initiales :

o _ tan(po) alors pg = Arctan(yo>
x0 Zo

Les équations de mouvement détérminées par les valeurs initiales de ’équa-
tion de la théorie d’oscillation sont

{ x(t) = \/x% + ygcos(sﬁo —t)
y(t) = /a§ + ygsin(eo — t)

avec la position d’équilibre en (0,0). Cette exercice corresponds a I’evenement
dans la figure (1.4). Aux points —rg et ro, 'énergie cinétique est zéro, et au
point 0, ’énergie potentielle est zéro.

1.2 Systémes a deux degré de Liberté

Systémes a deux degré de liberté est un systéme définit par I’équation diffé-
rentielle :
i =f(z), zckE? (1.2.1)



au repos

% 0 (20 4,) ) ’ °

FIGURE 14 —

Définition 1.2.1. Un systéme est conservatif s’il existe une fonction U :
E? = R tel que

oUu
f(z) = T oz
Alors I'équation de mouvement d’un systéme conservatif est de la forme :
ou
r=-VU=——
v ox

Théoréme 1.2.2. (Conservation de l’énergie)
L’énergie totale d’un systéme conservatif est conservé.

d 1
7.E__ ) .E__ 7‘
; 0 ou 2w2 +U(x)

Démonstration.
dy _ BOz 0B0:
- 9z Ot 0z Ot

_ @) s

oz

= —flz)x + &
— @+ b
= 0.

Exemple 2. Un systéme conservatif

f(z,y) = (z,y) est un systéme conservatif parceque il existe un U(z,y) =

U
—zy tel que e (z,y)

Exemple 3. Un systéme non-conservatif



Il n’existe pas une fonction U(x) tel que

Par exemple f(z,y) = (—y,x) n’est pas un systéme conservatif.

1.2.1 Espace de Phase

On peut écrire 'équation (1.2.1) comme :

1= Y1, To = Yo
oU . oU

Y1 = _(973:17 Y2 = —72

L’espace de phase d’un systéme & deux degré de liberté est 'espace de di-
mension quatre avec les coordonnées x1, o2, y1, y2. Alors ’énergie totale
pour le systéme (1.2.1) dans l’espace de phase est

_ Yty

5 + U(z1, z2)

Exemple 4. (Petits oscillations d’une pendule sphérique)
Soient U = 3(z7 + 23) et
.i‘l = —T1, iQ = —X9. (1.2.2)

Ce systéme des équations de mouvement est équivalent au systéme des équa-
tions :

Ty = Y1, Ty = Y2

Yr=—x1, Y2 = T2

1 1, 5 5 . 5 .

E= (y1 +93) + 5(331 + x3) est constante, par la conservation de 1'énergie
totale En utilisant ce résultat, on trouve les solutions du systéme (1.2.2).
Donc les équations de mouvement sont

x1 = cicos(t) + casin(t)
x9 = c3cos(t) + casin(t)
y1 = —c18in(t) + cacos(t)
y2 = —c3sin(t) + cqcos(t)



X2

X1

FIGURE 1.5 — Les courbes de niveau de 'énergie potentielle du systéme
(1.2.2)

1.3 Champs de Forces Conservatives

oo
Le travail d’une force constante F sur le chemin S = M M5 est le vecteur
produit scalaire :

A= (F.S) = [F||S|cos(y)

Soient F un champs de vecteur, [ la longueur d’une courbe finie.
Le travail du chemin de longueur [ est :

A =limps, 0 Y _(Fi, AS;) = /(F, ds)
l

JM 2

FIGURE 1.6 —

Ici, AS; signifie les composantes de [ et F; est une valeur en un point parti-
culier de AS;. My et M5 signifient le point initial et terminal respectivement.



Définition 1.3.1. Le champs F est coservatif si et seulement s’il existe
ou
Uénergie potentielle U(x) € C1(R™) tel que F = 5
T

Théoréme 1.3.2. Un champs de vecteur F est conservatif si et seulement

st son travail sur tout chemin, My Ms, dépend seulement des points initials

et terminal du chemin et pas de la forme du chemin.
Démonstration. Supposons que F soit un champs conservatif et U soit ’éner-

gie potentielle. On a F = fg—g. Alors fA]\/[/{)(F, dS) = -U(M)+U(My). Donc
le travail dépend seulement des points M et M.

Maintenant supposons que le travail d’'un champs F ne dépend pas du che-
min. Alors U(M)—U (M) = — f]%) (F,dS) est une fonction de M car U (M)

est un constant. On a F = ———. Donc F est conservatif. O

ox

Exemple 5. Montrer que le champs de vecteur Fy = xo, Fo = —x1 nlest
pas conservatif.

On a F(x1,z2) = (z2,—x1). Soient ¢; et ¢y sont deux chemins tels que
c1(t) = (cos(t), sin(t)), ca(t) = (cos(t),—sin(t)) et 0 < t < m, (Figure 1.7).

Si Fdt = Fdt alors F est conservatif. Maintenant calculons le travail
c1 (t) c2
de F sur deux chemins.

aOo

FIGURE 1.7 —
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F(c )dt

j{l FdsS ; ?
/!

(sin(t), —cos(t))(—sin(t), cos(t))dt
= —sin?(t) — cos?(t))dt
)

j{FdS = F(co(t)ca(t)dt

(—sin(t), —cos(t))(—sin(t), —cos(t))dt

(sin?(t) + cos®(t))dt

1dt

I
T eo—

On a —m # m alors F n’est pas conservatif.

. Z2 T
Exemple 6. Considérons F(x1,x2) = - .
¥ ) = ()
Est-ce que le champs de vecteur F — {(0,0)} est conservatif ¢
Montrer que le champs de vecteur F—{(0,0)} est conservatif si et seulement

si le travail de F sur une courbe fermée est zéro.

On a étudié F dans I'exemple précedent mais maintenant on n’a pas de (0, 0)
car F1 9 ne sont pas définis en (0,0) alors F — {(0,0)} n’est pas conservatif.

Pour montrer la deuxiéme question, on peut intérpréter ce probléme comme
suivant aussi :

11



d d d
9 _ori = /W7 2= 21 +izo
z

T1 + 179
/ (@LZ022) g 4 idey)
Ty + :U2
x1d:ZI1 + l’gdxg . (xldmg — xgdxl)
= 2. 2 + 2 2
r] + x5 x] + x5
d d
= Re/ it +Im / d
z z
d d d
Considérons la partie réelle Re & % alors on a F
z ] + x5

< 1 T2 )
2 272 2 |-
i+ Ty T+ 1)

Soient c(t) = (cos(t),sin(t)), 0 <t <2r et 2%+ 25 =r. Alors F
(gjl, x2> (Figure 1.8). Calculons le travail de F :

'\’_i (t)dt
L.

i:<

c(tydt

FIGURE 1.8 —
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/ FiS — / < F(c(t)), é(t)dt >
< F,¢(t) >

0=0 (le produit scalaire de deuz vecteurs orthogonauz est zéro)

Il
——

d
=Re [ £ =0
z

r1 1)
2 252 2
7+ xy ]+ x5

Donc, le champs F = ( ) est conservatif; en particulier si

F est dans la forme Fq o = 8—U,8—U ,on a:
’ 8.7}1 8.%'2

Uzln\/mf-i-x%

dz
Maintenant considérons la partie complexe, Im / — = /
z

—I2 I
alorsona F = (| — 33 5 |-
x7+ a5 x] +x)

wld:z:g — :IJgdxl
22 + 23

Calculons le travail de F = <_a:27 :Ul) sur c(t) :
roor

2T
%F s = /0 F(c(t))e(t)dt
¢ 2m
(sin(t), —cos(t))(—sin(t), cos(t))dt

h,
_ /0 (sin2(t), cos>(1))dt
|

2m
= —1dt
= —t|¥"=-2n
dz s x . .
Donc Im | — = —2mw # 0, c’est a dire le travail sur une courbe fermée c(t)
z
Ty X
n’est pas zéro alors F = (—2, 1> n’est pas conservatif.
roor

Exemple 7. Soient F(x1+ixs) = (x1+ix2)? et C une courbe fermée tel que
C=1Li+ Lo+ Ls+ Ly, (Figure 1.9). Est-ce que F est conservatif ¢ Calculer
le travail sur C.

13



L2 L]

X1

FI1GURE 1.9 — Integration sur un rectangle

Le travail de F sur C est /FdS = %(w% — z2)dx, — ?{ 2x129dx2 =0
C C

1
/ (—2z129)do = / (—2.1.29)dze = —23]), =0
Ly -1

-1
/L (—2z129)dxy = /1 (—=2.(=1).z2)dxs = x%]l_l =0
2
1 3
z _ 2 2

1 3
x 2 2 4
/L4(~"3% - l‘%)dm = /_l(x% — 1)dzy = El —xl]l_l =-3-3=73

Donc le +fL2 + ng + fL4 = 0.

Remarquons on peut aussi calculer avec les relations [; = — [} et [ Ly =

= Jr.

Conclusion : Si F(z1 +ix2) = f(z1,22) + ig(x1, z2) est une fonction holo-
morphe (analytique complexe) en x1+ix alors §,(f (@1, z2)+ig(z1, x2))d(z1+
iza) est zéro, ou C est une courbe fermée. C'est a dire

%f(xlaf@)dﬂ?l — g(z1,z2)dzo -H'fg(fl,@)dm + f(x1,22)dxs =0
c c

0 0

Fi = (f(z1,22), —g(x1,22)) et Fo = (g(z1,x2), f(x1,22)) sont des forces
conservatives. Par exemple, (22 — 3, —21172) est conservatif comme on avait
calculé dans ’exemple précedent.

14



Chapitre 2

Mécanique Lagrangienne

On va montrer que les mouvements d’un systéme potential Newtonien sont
des extrémes d’un principe variationnel. On va utiliser un espace coordonné
de dimension n. On va noter un vecteur de cet espace comme

o (a2 (05 OF
- 1y-esbm )y 81'_ 83317'“781'1

2.1 Calcul des Variations

Définition 2.1.1. Soit Cop = {7 : [ta,ts] = R*"V(ta) = za,v(ty) = s}
l’ensemble des courbes. Un fonctionnel, I est une application tel que

I:Ca,b — R
vy o= I(y)

Exemple 8. La longueur d’une courbe est un fonctionnel.

Soit y une courbe telle que v(t,) = x4 et y(ty) = 3. I est un fonctionnel tel
que I(7y) = |xp — x4|? est la longueur de la courbe 7.
Maintenant on veut définir la dérivée d’une fonctionnel I, mais on ne peut pas

fle+h) - f(z)
h

h € R car nous avons des fonctions (courbes) qui sont une collection infinie
des nombres.

utiliser la définition standarde limy,_q de la dérivée comme

Alors on se souvient de la formule de Taylor, pour ¢ assez petit et |h]| < & :

15



(@) R (h)

flx+h)=fx)+ f(x)h+ o h? + Rs limpp =5~ =0
(2)
On définit F,(h) := f'(z)h et Ry(h) := / 22‘(I) h? + Rs.

Remarque 2.1.2. R, (h) < cg? car R, est ignorable et %hQ < cln|? <

ce?.

Définition 2.1.3. On dit qu’un fonctionnel I est dérivable st l'on a pour
assez petit V h € Cyy tel que |h| < e et |h| <e :

I(y+h) = I(3) = Fy () + Ry (h)
qui satisfait deux conditions suivantes :

(1) Fy(h) est un fonctionnel linéaire par rapport a h. C’est a dire
ny(clhl + CQhQ) = ClFfY(hl) + CgF«,(hg) tout c1, ca € R

(2) Il existe c € R |h| <e tel que Ry(h) < ce?

Proposition 2.1.4. Si le fonctionnel F,(h) existe, il est unique et on l'ap-
pelle la dérivée fonctionnelle de I qui est aussi appelé la variation de
1.

Démonstration. Supposons qu’il y a deux dérivées fonctionnelles de I alors
I(y) = I(y + h) = Fy(h) + Ry(h) = F}(h) + R/, (h)
Donc F — F' = R' — R.

Soit |h| < e, VA €]0,1], |Ah| < Ae. (F — F')y(Ah) = AN(F — F')4(h) par la
définition (1).

— < + < 2cA*e” par la définition .
R— R)(\h R'(\h R(A\R 2cA\%e? la définiti 2

Par les deux résultats on a juste obtenu, on a
YA €01, [(F—F)y(h)| <2*N & F—F =0

Donc pour tout h on a F' = F. O

16



2.2 Equation d’Euler-Lagrange

Définition 2.2.1. Lagrangien est une application telle que

L:RxR'xR" — R
(& 7(8),5(#) = L(v(),7(1),1)

L’action est un fonctionnel tel que

S0 = [ L0, (0.t

Définition 2.2.2. Un fonctionnel est extrémal sur une courbe si sa dérivée
fonctionnelle en cette courbe est zéro. En d’autre terme, une courbe réalise
Pextréme d’un fonctionnel si ., = 0.

Notation : Pour une courbe v : [t,,t;] — R™, on va utiliser la notation

V() = (21(8), -, 20 (b)) = (1)

Considérons toutes les courbes (chemins) dans C,j pour un systéme. Parmi
tous les chemins possibles seulement un chemin est choisi par le systéme.
Mais lequel ? Le théoréme suivant nous le dit...

Théoréme 2.2.3. (Principe Variationnel) Le chemin choisi par le sys-
teme est Uextremum de S si et seulement si I’équation d’Fuler-Lagrange est
satisfaite.

C’est a dire 'action est extrémale (sur x(t)) si et seulemet si :

d (OL(z,a,t)\ OL(w,i,t)

=0 1=1,...,n

On l'appelle I’équation d’Euler-Lagrange.

Démonstration. Soit 'action S(x) = tib L(z(t), £2(t),t)dt. On veut mon-
trer que la dérivée fonctionnelle de S est zéro si et seulement si I’équation

d’Euler-Lagrange est satisfaite.

Calculons la dérivée fonctionnelle de S en utilisant la formule de Taylor.
Soient |h| < e, Vi |h| < € et |h?| < € tel que h = (h1, ..., hy,).
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ty . t
S(z+h) — S(x) / L(z + h, i:+h,t)dt—/ Lz, &, t)dt
ta

to 8L b IL .
_ Z/t it | 5 bt Ba(h)

Fy

La deuxiéme partie R, est plus petite que ce? par (2.1.2). En plus, la premiére
partie F, est linéaire dans h. C’est & dire F,(h) est la dérivée fonctionnelle
de S.

Si on fait I'integrale par partie, on obtient

t 8L b QL .
Fx = o Th
() Z /t R I e
2.2.1
YT (%
- i—1 ta 8$Z dt 8:BZ ’ i—1 (9%'2 ! ta

On a trouvé la dérivée fonctionnelle, F), de S.

En particulier soit h’ = 1 sur Jtg — 5, to + 5[ et h'(t) = 0 sur R\Jtg —e, to +&].
(Figure 2.2).

ta tre to'% to t0+% tire t A

La deuxiéme partie de (2.2.1) est zéro car h(t,) = h(ty) = 0 et appelons la

ty oL d OL
jo tie de (2.2.1 dt -
premiére partie de ( ) /ta (6%‘ dt 0%;

) = f . On va montrer que

OL d 0L

=0 < Fy(h)=0Vh

18



Si f =0 Vi est zéro il est clair que F,(h) est zéro. Montrons la réciproque.
Supposons que f # 0 c’est a dire aprés un changement propre de signe, il
existe i, tel que fi(t) > 0. Alors il existe un c tel que e > 0, t € Jtg—e,to+¢]
f(t) > c. Il suit que Fy(h) > ce # 0 pour h qu’on a choisit car

tp

to—e to—5 to+5 to+e ty
fhdt = / fhdt+/ fhdt+/ fhdt—i—/ fhdt+ fhdt
ta ¢ ¢ ¢

0—€ 0—5 0+5 to+e
(2.2.2)
Comme le premiér terme et le dérnier sont zéro, le deuxiéme terme et le
cinquiéme terme sont plus grande que zéro et le troisiéme est plus grande
que ce donc ftt;’ fhdt > ce. Ceci contradit F,, = 0. Donc ’hypothése f > 0
est fausse. On conclut que f = 0. Q.E.D. O

ta

Théoréme 2.2.4. La solution de [’équation de Newton dans un systéme
conservatif réalise l'action extrémale ftta” Ldt ou L est le lagrangien tel que
L=T-U.

Démonstration. Soit Z; = (:Ull,,:vf), j=1,..,n, i =1,...,N. On sait

que pour un systéme conservatif il existe U(z) tel que F; = — et que

T
I’équation de Newton est F; = 2; alors

s %Y
T; + o

Calculons I'équation d’Euler-Lagrange pour le lagrangien T'(¢) — U(x). On

-

1 -
sait que T'(z(t)) = Zf\il Q:UZ ;. On a :

d d d
t <d¢g m) i
i~ F, =0
Donc on voit que la solution de ’équation de Newton réalise 'action extré-
male. O

Exemple 9. Dans R2, quel est le chemin le plus court entre deux points ?

Notons par [ un chemin de ¢; & t2. On cherche le plus court chemin. Comme
la longueur est un fonctionnel, nous pouvons utiliser le calcul variationnel
pour ce probléme. D’abord on va montrer que ce fonctionnel est une action
S pour un lagrangien L.
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y’(t ) d Zdy.
dx

a(t)

(=(t), ¢(t))

FIGURE 2.1 — Les routes entre deux point

d d
Quand t change petit & petit, = bouge d—j On sait que dx = d—fdt. Par le

théoréme de Pythagore (Figure 2.1) on trouve que
A’ = dz® + dy?
d d\*
= |—a+—y]| d
<dt$ + dty>
fdt = [dt\/i2+9>2=S

La longueur S est donc une action. Pour trouver le minimum, calculons les
deux équations d’Euler-Lagrange :

dor oL _
dt 9@ Or
dor oL _
dt oy Oy
-\ a3z \Vve Y = dt\o /21 .2)
Et donc Cflt %x il suit d 2 x2y+y
It e ) -0 — el —
ai\ay VT ) =0 dt<2 x'2+yz> 0

Comme les dérivées de ces équations sont zéros on obtient —— = ¢ et
/332 + y2
Y

V7

I'integration on trouve x = c3y + c¢1. Donc c’est une équation d’une droite.

= ¢g Ol ¢1, o sont des constants. En les dérivant on a © = c3y. Par

Exemple 10. Dans R3, Si une courbe tourne autour de laze y, on obtient
une surface. Pour quelle courbe cette surface a l’aire minimal ¢
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L’aire correspondant & la revolution d’une partie infinitésimal de la courbe
de longueur d¢ est 2mz(t)dl. Donc laire total est 27 [ x(t)dl. (Figure 2.2).

Donc I’action est
S = QW/dtx(t)\/a'GQ + 92

(t)

FIGURE 2.2 — L’aire minimale

On calcule les équations d’Euler-Lagrange par rapport & x on trouve

d(aa \/Wﬂ))—ic\/mm(t):()

dt

Cela est equivalent &

d TI
S ) a2y g2
dt< *1':24—3)2) Vit+yc=0 =

Comme cette équation est difficile & resoudre, regardons & 'autre équation
Euler Lagrange, par rapport & y :

j}f(;x/:ﬁ—kym()) 0 :;i(\/%yﬁ_o

/\/x2—|—y dt

:E2+y

Par intégration on obtient : :

oy
Vi + g2

Calculons maintenant z(y), y(z) :

=C

21



y2x2 — 02(1,2 4 y2) = (332 _ CZ)y'Q — CQjZ‘Z

- et
= ¥= 22 — 2
dy c
T A R2_&
B cdx
= Y@= | T
= y(z) = arccosh(f) +d
c
—d
= z(y) = ccosh(y )

Cc

(CC’, 91)

(“'y’ yo)

FIGURE 2.3 — L’aire minimale

. . 0L
Définition 2.2.5. Une coordonnée est appelée cyclique si o 0.
x

Exemple 11.
. . mi? .
Soit le lagrangien L = 5 ;on a o 0 et donc la coordonée x est cyclique.
x
P y , o ; oL
Définition 2.2.6. L’tmpulsion associée a une coordonnée x est p = e
z

Exemple 12.
Soit le lagrangien L = mT"tQ, dans ce cas I'impulsion associée & x est

_ oL _
- =

D m

Proposition 2.2.7. L’impulsion associée a une coordonnée cyclique est un
grandeur conservatif.
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Démonstration. Comme les mouvements physique sont des solutions des
équations d’Euler-Lagrange :

doL OL 0
dtox  Or
i i d 0L .. )
Comme pour une coordonée cyclique — = 0, ——— = 0. L’impulsion as-
ox dt 0%
. oL oo
sociée est p = e C’est a dire que ap = 0; p est une constante et une
Z

grandeur conservative. O

2.3 Transformation de Legendre

Transformation de Legendre sert & trouver une fonction de la position z; et
I'impulsion p; et qui est équivalente au lagrangien L(x;, 4;,1).

2
Soient x € R™ et f une fonction de x tel que det 8. / - | £ 0. On définit
oz*dxd
S0 o
ox Y ot

On sait qu'il existe des fonctions 7 (p) par le théoréme des fonctions implicites
tel que

_of
~ Oxt

La transformation de Legendre de f est une fonction g(p) tel que

g9(p) = Zpixi(p) — f(x(p))

= 7'(p)

2t

Di

Exemple 13.

2
Soit f(x) = m% + bx. Cherchons la transformation de Legendre de f.

Premiérement calculons p et x(p).

p:a—x:ml‘-i-b etx(p)zT

La transformation de Legendre de f est

gp) = paxp)— flz(p))
= () B - b
(P;Tz)Q
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2.3.1 Equations de Hamilton

Le lagrangien L(x;,2;,t) est une fonction de z; et #;. On définit le Hamil-
tonien comme la transformation de Legendre du lagrangien par rapport a

n
. ) . oL )
H(z,pi,t) = g pid; — L(x;, 2, t) ot p; = o = pi(xj,25,t) (2.3.1)
i=1 v

Théoréme 2.3.1. Le systeme de l’équation de Lagrange est équivalent au
sytéme des équations de Hamilton qui sont

— _8H
B = o
. OH
ry; =
op;
oL _ ot
ot ot

ot H est le Hamiltonien.

Démonstration. Considérons la dérivé de H

- : : oL oL . OL
dH = ZZ; |:(de$, —l—pidxi) - <axzdl‘z + aixzdl‘l + mdt)]

. OL oL
= 2 <dp’bl’z — %dl'Z) - Edt

3l

et on sait que H = H(x;,p;,t) alors

0H OH OH
dH = —dzx; + —dp; + —dt
oz oy P e
. . . . . OH
Comme les deux derniéres équations sont équivalentes et on sait que p; = 3
T
par (2.3.1), on peut déduire les équations suivantes.
. OH
pi = o,
. OH
xr; =
O
oL oH
o0 ot
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Ces équations sont des équations de Hamilton.

Exemple 14.

Pour un systéme conservatif le lagrangien est donné comme

L= %jﬂ —U(x)

oL
Calculons le Hamiltonien. Comme p = — = m&, on a £ = P

0% m

H = m:tg—@x'2+U(:p)
pmm2p )
= p—— (=) +U(2)
g 2°'m
p
2m—|—U(x)

Remplagons p par mz. On obtient le Hamiltonien suivant,
. m.
Hp(#),) = 24 + U x)

On peut en déduire que Hamiltonien est ’énergie totale.

Corollaire 2.3.2. Les équations d’Fuler-Lagrange sont équivalentes aux équa-

0OH OH
tions de Hamilton, p = e’ T = . oup=(p1,...,pn) et = (T1,...,Ty).
€T p

Exemple 15. Montrer que l’équation d’Euler-Lagrange pour le lagrangien
2

L = 2a?—U(x) sont équivalents auz équations de Hamilton H = 2p——|—U(x).
m

d oL 0L
Le calcul d’équation FEuler-Lagrange pour ——— — — = 0 donne
dt 0t  Ox
mi + LU (2) = 0 (2.3.2)
T = 3.
: ) : . ) OH d
Maintenant calculons I’équation de Hamilton p = s = 0+ d—U(x)
x x
d H
cest adire p+ —U(z) =0et & = on e alors p = ma donc p = max.
dt Op m

d
Remplagons p dans I’équation précedente on obtient m# + d—U () =0 qui
X

est exactement 1’équation d’Euler-Lagrange donné dans (2.3.2).
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2.4 Lois de Conservation

Les lois de conservation sont souvent plus simple a voir dans la formalisme
de Hamilton. En effet :

. OH , . 'l . .
(1) Si e 0 (si t est cyclique dans H) alors I’énergie totale est conservée

comme H =T + U. Cela nous donne

dH OH . OH . K O0H
dr 871:1:62 + aipipi + B
= —pid; + dipi + 9
0H
ot

dH ) R )
Donc —— est zéro. Alors I’énergie totale est conservée.

(2) Si z est cyclique dans le lagrangien alors x n’apparait pas dans le Hamil-
tonien alors p, est conservée.

OH

“or 0

pm:
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